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Uma breve introducao

No século XIX, percebeu-se uma interacao importante entre a algebra e geometria quando os niimeros complexos foram mapeados como pontos no plano. Isso permitiu avancos importantes

em diversas areas, como na propria matematica, nas ciéncias da natureza e nas engenharias.

Como consequéncia desse sucesso, William Rowan Hamilton, em 1843, introduziu os Nimeros Quatérnions, que desempenham papel semelhante aos complexos, mas no espaco. Nao é
surpresa que eles tém muitas aplicagbes, como na drea da eletromecanicall], educagio fisical2], e na computagdo[3].

Nesse pOster serdo abordadas as rotagdes no plano e no espaco, entdo serdo mostrados os quatérnions, suas propriedades, e como indexam rotagdes. O conteudo tedrico foi baseado em [1].

Rotacoes no Plano

Rotacionamos vetores no plano por matrizes de

rotacao:
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Ou por produto de niumeros complexos:
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Note que temos o isomorfismo de grupos:

O : U(1) — 50(2) _
cos(#) —sen(6)

cos(f) + isen(t)) — sen(0)) cos(0)

Ou seja, multiplicar Ry € U(1) por v € C equivale,
geometricamente, a rotacionar o vetor correspondente a
v por um angulo, que é o argumento de Ry.

Rotacoes no Espaco

Para uma rotacao . ~
' Matrizes de rotacao:

no espaco, serao - .
usadas as tres 1 0 0
matrizes ao lado. 0 COS( ) —sen( )

Cada uma corres- 0 sen(d) cos(0) |
ponde a rotacao cos(f)) 0 sen(0)
em um dos ver- fy(0) = 0 10

sores do plano =—sen(6’) 0 C05(9)=
cartesiano. Note cos(6) —sen(6) O
que todas perten- R.(0) = |sen(f) cos(f) O
cem ao SO(3). 0 0 1

Como rotacionar algo em torno de um eixo ?

Z
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Por coordenadas esféricas, temos que:

X0 'sen(6)cos(p)
= |yl = sen(H)S&eHI;(QO) = R:(¢) o R,(0)(e3)

Sabendo disso, ganhamos um modo de rotacionar em

torno de 1

1. Fazer o eixo de rotacdo W coincidir com o vetor €3
desfazendo as rotacoes que determinam .

2. Rotacionar ao redor do eixo Oz pelo angulo 9.

3. Devolver 7 através das rotacoes que o determinam.

Em outras palavras, podemos descrever R+, como:

Ri = R(p) o Ry(0) o R(¥) o Ry(—0) o R,(—)

Com isso, concluimos que todos os elementos do con-
junto R de rotacoes no espaco pertencem ao grupo
SO(3). Também é ficil de verificar que 7 é um au-
tovetor de uma rotacao, com autovalor 1.

Niumeros Quatérnions

Definicao

Conjugado de g é:
g=a— bl —c¢ — dk

O conjunto dos Quatérnions (H) é definido como:

H={a+bi+c¢+dk|ab,cdeR,
i*=j°=k*=jk =—1}

Ou seja, é um espaco vetorial cuja base é {1,/,/, k},
munido de um produto, e que satisfaz a regra acima,
obedecendo a distributividade em relacao a adicao.

Essa regra torna H uma algebra nao comutativa, re-
sumida por:

1 i k
11 i | k
il -1 k —j
jj o—k =1 i
kk j —i —1

Pela tabela, podemos verificar que o centro da algebra
H é igual a R, ou seja, elementos onde b =c =d = 0.

Propriedades

Sejam p, g € H, entao:

Norma de g é:
lql| = Va2 + b2+ 2 + d°

Propriedades: Propriedades:

1. 0Fg=5+37 1. |lql|* = 93 = gq
2. B = Gp 2. |lpqll® = lleliPllqll®
3. g=g¢g 3. q_lzma

Os quatérnions unitarios podem ser interpretados geo-
metricamente como a esfera tridimensional em R*:

S®={(a,b,c,d) eR* | a* + b*+ c* + d* =1}

Conjugacao

O conjunto dos quatérnions nao nulos (H*) forma um
grupo com relacao a multiplicacao nos quatérnions.

Definimos a conjugacao de g € H* como a aplicacao:

Ad,: H — H
r %qrq_1

Cada aplicagao Ad, € uma aplicagdo linear inversivel em
H e, portanto, um elemento de GL(H) (grupo de matri-
zes inversiveis munido de multiplicacdo). Ent3o:

Ad : H* — GL(H)
g +—— Ad,

Um p € H é puro se sua parte real for igual a zero.

Proposicao A: Proposicao B:

A aplicacao abaixo é injetiva.
L R? — H
(x,y,z) —> xi + yj + zk

Sejage H" e w um
quatérnion puro.

Ad,(w) é puro.

Pelas proposicoes A e B, podemos correstringir a
aplicacao Ad.
Ad : H* — GL(3,R)
qg +—— Ad,

Tendo definido as propriedades algébricas dos niimeros
quatérnions e a aplicacao de conjugacao, agora ex-
ploraremos como funcionam rotacoes espaciais através
deles.

Rotacoes por Quatérnions

Finalmente, restringindo a S® o dominio da ultima
aplicacao da coluna anterior, temos que o conjunto ima-
gem corresponde exatamente ao SO(3):

Ad: S° — GL(3,R)
qg +—— Adq
Entao Ad € um homomorfismo de grupos cuja ima-
gem é SO(3)!
Mas o que exatamente deve ser feito para uma rotacao
ser realizada por quatérnions?

Lembremos de como rotaciondvamos um objeto no
espaco em torno de um eixo:

Rty = R.(0) o Ry(0) o R.(v) o Ry(—0) o R,(—)

Sendo Ad, uma rotagdo espacial, basta codificarmos L
e 1) nos quatérnions.

Tome g = a+ bi +¢j +dk € S°. Sobre a transformacio
Ad, temos:

O eixo n de rotacao é: O angulo v de rotacao é:

(bi + ¢j + dk) ) = cos 'a

n —

\/1 a2
Portanto, g pode ser reescrito como:

g — cos (%) + sen (%) n

Assim, temos todo o arcabouco necessario para reali-
zar uma rotacao no espaco através de quatérnions, pois

Ry . = Adj.

Exemplo

Rotacione v = (1, 0,0) por 90° no eixo z:

Primeiramente, convertamos o vetor para formato de
quatérnion: v =04+ 1/+0; + 0k =i

Agora, o eixo n em quatérnion: n =04+0/+0;+1k = k
E entdo temos: g = [cos (%) + (sen (%) : k)}

Finalmente:

v—Ad —

= [ees () +oen (3) } () - on(5)
:(?,‘ | @) ({ {k) Sty —5i=

Portanto v/ = (0,1, 0).

Aplicacao

Softwares mais antigos lidam com rotacOes através de
gimbal, que s3o anéis conectados. O anel mais externo
move o central e o interno, o central move sé o interno, e
o interno so se move. Nesse modelo ocorre um fenomeno
chamado Gimbal Lock, onde, se y = 90°, dois anéis
ficam paralelos, perdendo um eixo de rotacao.

QI

Gimbal Lock

Para resolver isso, o desenvolvedor pode optar por usar
matriz de rotacdo ou quatérnions em vez de gimbal. Os
quatérnions sao mais vantajosos pois usam b5 varidveis
a menos e realizam 27 operacoes a menos que matrizes
quando rotacoes sao conectadas.

Organizacao dos Gimbals

Unity 5 é um exemplo de software para desenvolvimento
de jogos que usa quatérnions para manipular rotacoes.
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