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1 Resumo do estudado no periodo

Durante o periodo da Iniciacao Cientifica, os seguintes contetidos foram abordados:
01/08/18 até 31/10/18: Anéis (Cap. I de [1])

31/10/18 até 18/03/19: Grupos (Cap. V de [1])

18/03/19 até 12/04/19: Algebra Linear (Cap. I 4 IX de [2])

12/04/19 até 28/05/19: Rotagoes no Espaco e Quatérnions (Cap. I e II de [3])
28/05/19 até 31/07/19: Algebras de Clifford (Cap. III de [3])

Os encontros de orientador e orientando ocorreram semanalmente com duragao de uma hora
cada. Em periodo letivo esses encontros foram presenciais, enquanto em periodo de férias
foram via Skype.

Além dos itens estudados, vale mencionar que atuei no V Congresso Académico Uni-
fesp como discente na modalidade Iniciacdo Cientifica no projeto Numeros Quatérnions
e Rotacoes no Espaco.

Ressalto também que foi preciso estudar a teoria béasica de dlgebra linear, pois no momento
que foi precisa no projeto, eu ainda nao havia cursado a disciplina.

2 Anéis
2.1 Definicoes e Exemplos

Definicao 2.1. Um anel A € um conjunto ndo vazio munido de duas operacdes bindrias +
e - (usualmente chamadas de adigdo e multiplica¢ao), é denotado por (A,+,-) e satisfaz as
sequintes propriedades:

A.1) Adicao ¢ associativa: Vz,y,z € A, (z+y)+z=z+ (y + 2).

A.2) Adicao tem um elemento neutro: 30 € A:Vx € A,0+z =z =x+0.

A.3) Na adigao, existe um inverso por elemento: Ve € A, 3z € A:x+2=0=z2+=.
A.4) Adigao é comutativa: Vz,y € A, v +y=y+x

M.1
AM

) Multiplicagao é associativa: Vz,y,z € A, (x-y)-z=x-(y - 2).

) Adigao é distributiva relativamente & multiplicacdo: Vz,y,z € A, z-(y+2) = x-y+z-2.
Anéis com identidade satisfazem:

M.2) Multiplicacao tem um elemento neutro: 31 € A: Ve € A;1 -z =z =x- 1.

E anéis comutativos satisfazem:

M.3) Multiplicacao é comutativa: Va,y € A, z-y =1y - x.

Observagao 2.1. A condi¢io A.2) garante a existéncia de um unico elemento neutro.

Tome dois elementos neutros para adicao: 0 e 0. Entao: 0 =0+ 0" = 0.



Observagao 2.2. A condi¢io A.3) garante a existéncia de um dnico inverso para um
elemento x com respeito a adi¢ado.

Tome y e y inversos de x. Entao: y=y+0=y+(x+y)=(@y+2)+y =0+y =y
Esse tinico inverso sera denotado por —z.

Observagao 2.3. O elemento neutro da adi¢do 0 possui a sequinte propriedade: 0-x = 0, V.
De fato: 0-2=(04+0)z=0-2+0-x.

Definicao 2.2. Um anel comutativo com unidade (D,+,-) € chamado dominio de integri-
dade, ou simplesmente dominio, se o produto de quaisquer dois elementos nao nulos de D,
é ndao nulo, ou seja: VYx,y € D \{0}, = -y # 0.

Um anel comutativo com unidade (K,4+,-) € chamado corpo se todo elemento diferente de
0 de K possui um inverso com respeito a multiplicagio: Y € K\{0}, Jy € K tal que
z-y=1.

Exemplo 2.1.

a) Dominios: (Z,+,-), Z[i] = ({a +bi | a,b € Z},+,-) (Com as operagées usuais de soma
e multiplicagdo de complezos)

b) COTpOS.' (Q7 =+, '); ((Ca +, )

Definicao 2.3. Seja (A, +,.) um anel comutativo com unidade. Dizemos que I C A é um
ideal de A se:

I)zx+yel, Ve,yel.
Il) ax € I, Va € A.

Definicao 2.4. Dominio Euclidiano (D,+,-,p) € um dominio com uma func¢ao ¢ definida
por: ¢ : D\{0} — N, tal que:

I)Va,be D, b#0, 3t,r € D:a=>bt+r com p(r) < p(b) our =0.
M) p(a) < p(ab),¥a,b € D\{0}.

Exemplo 2.2. Um dominio euclidiano notdvel € o anel dos inteiros munido de valor ab-
soluto, ou seja: (Z,+,-,||). A demonstracao do porqué esse anel satisfazer I e II pode ser
encontrada em [1] na parte Dominios Euclidianos.

Definicao 2.5. Seja um anel (A,+,-) e I4 um de seus ideais. Um anel quociente € definido
por A/ly.

Exemplo 2.3. Z, = Z/nZ.

2.2 Homomorfismos de Anéis

Definigao 2.6. Sejam (A, +,-) e (B,®,®). Uma fun¢ao f: A — B é um homomorfismo
se respeita as estruturas de anéis, ou seja:

I) flx+y) = flz)® fly), z,y € A.



ITT) f(14) = 1p (Para anéis com unidade)
Exemplo 2.4. Homomorfismo Identidade:
Id: (A, +,) — (A, +,-), tal que Id(a) = a.
Verifiquemos a satisfagdo da estrutura de anéis:

I ') Por um lado temos: Id(x +y) = x +y. Pelo outro: Id(x)+ Id(y) = = +y. Entao
obtemos que Id(zx + y) = Id(z) + Id(y).

IT ) Anélogo a I, substituindo a operagao de adigao, pelo produto.

III) Temos imediatamente que: Id(1) = 1.

Definicao 2.7. O nicleo de um homomorfismo é: ker(f):={a € A| f(a) =0} C A.
Observacao 2.4. f ¢ injetiva se e somente se ker(f) = {0}.

Demonstracao 2.1.

(<): Suponha que ker(f) #0. Entao 3z #0: f(x) =0= f(0). Logo, f nao é injetiva.

(=): Suponha que ker(f) ={0}. Seja f(x) = f(y), entao f(y) — f(x) = f(y—x) =0. Por
suposi¢cao, temos que y —x =0, entao x = y. O

Definigao 2.8. A imagem de um homomorfismo é dada por: Im(f) :={f(a) |a € A} C B.
Vale ressaltar que (Im(f),+,-) € um anel chamado Imagem de f. A demonstragao € simples
e seque de argumentos usuais da teoria.

Definigao 2.9. Um isomorfismo de anéis € um homomorfismo bijetivo. Se existe um iso-
morfismo entre dois anéis, dizemos que sao isomorfos.

2.3 Teorema dos Isomorfismos

Teorema 2.1. Seja f : (A, +,") — (B, ®,®) um homomorfismo de anéis. Entdo, a
sequinte aplicacdo € um isomorfismo de anéis:

[ (A/ker(f), kegf), kf(f)) — (Im(f),®,®)

ar— f(a)
Demonstracao 2.2. Primeiramente, verifiquemos que f estd bem definida:

De fato, a1 = a2 = a1 — ag € ker(f) = f(a1 —az) = 0. Como f é um homomorfismo,

temos que: f(a1 — as) = f(ar) — f(az) < flar) = f(aa).

Agora, f € sobrejetiva e é um homomorfismo, pois:

f(@ keg?f) az) = f(ar + az) = fla1 + a2) = f(a1) ® flaz) = f(a1) & f(az).

De maneira similar podemos mostrar que f(a, Oker(f) G2) = f(ay) ® f(as).

Finalmente, temos que:

ker(f) ={a € (A/ker(f) | f(a) = 0} = {a € (A/ker(f)) | a € ker(f)} = {0}

Assim concluimos que f € injetiva. O



3 Grupos

3.1 Definicoes e Exemplos

Definicao 3.1. Um grupo G é munido de uma opera¢ao bindria -, é denotado por (G,-) e

satisfaz as sequintes propriedades:

I') A operacao é associativa: Va,b,c € G, (a-b)-c=a-(b-c).

IT ) Possui um elemento neutro: 3e € G :Va € G,e-a=a=a-e.

I1T) Todo elemento possui um inverso: Va € G,3b € G:a-b=e=b-a.

Se além das 3 anteriores, um grupo satisfaz a seguinte propriedade:

IV) A operagao é comutativa: Va,b € G, a-b="b-a.

Ele é chamado de grupo abeliano.

Observagao 3.1. O elemento neutro € unico.

Tome e, e’ € G elementos neutros de G, entao: e =e-¢e = ¢'.

Observagao 3.2. O elemento inverso € unico.

Tome a € G e b,V € G inversos de a. Entao: b=b-e=b-(a-V)=(b-a)-b'=e-V =V

Denotaremos o inverso de a por a™ .

1

Exemplo 3.1. (Z/nZ,®) é um grupo abeliano finito com n elementos.
n

3.2 Grupo das simetrias espaciais de um triangulo equilatero

Grupos de permutacoes possuem grande importancia em Teoria de Grupos. Apesar de
existir varios exemplos cldssicos desses, nesse relatério serd abordado mais detalhadamente
somente o grupo Sa, ou grupo das simetrias espaciais de um triangulo equilatero.

Seja P P, P3 um triangulo equilatero. Coloque o centro de gravidade na origem O do espago
e chame de F; FsFE3 as retas do espaco passando pelas medianas do triangulo.

P1
E3
o)
P2
E1

E2

P3

As transformagbes espaciais que preservam o triangulo
Sa0:
e id, R2x, Rax: as rotacgOes planas centradas em O,
3 3

no sentido anti-horario, de angulos 0, %’r e %’r, res-

pectivamente.

e Ry, Ry, R3: as rotagoes espaciais de dngulo m com
eixos F1, F», 3, respectivamente.
Assim, temos que S := {id, R2x, Rax, Ry, R2, R3} com
3 3
composicao de funcgoes é um grupo.

Note que nao é abeliano, pois um contra-exemplo é:
RloRQZR%w #RQORl ZR%.



3.3 Subgrupos

Definigao 3.2. Seja H um subconjunto nao vazio do grupo G. Entdo H < G (H € subgrupo
de G) se e somente se as sequintes condi¢des sao satisfeitas:

1) hy-ho € HYhy,ho € H.

) h~!e HVheH.

Exemplo 3.2. {id, R1} € subgrupo de Sa. Verifiquemos a satisfagao das condigoes:
I)id-id=1id; id- Ry = Ry; Ry-id= Ry; Ry -R;=id.

Entao, como todos os resultados pertencem a {id, R1}, I € satisfeita.

1) id~' =id; R;'= Ry

Como os inversos pertencem a {id, R1}, II € satisfeita.

Definigao 3.3.

a) Se g € G, entdo o subgrupo gerado por g é {g) = {g* | t € Z}

b) Se S é um subconjunto ndao vazio de G, entao:

(S) ={ajas---a, | n €N,a; € S oua; € S~} < G (subgrupo gerado por S).

c) Se um grupo é gerado por um unico elemento, ele é um grupo ciclico.

Definicao 3.4. O centro de um grupo G é dado por: Z(G) = {z € G | xg = gz,Vg € G}.
Note que Z(G) < G e G € abeliano < Z(G) = G.

Exemplo 3.3. Tome o grupo (Z/nZ,®). Imediatamente temos que Z(Z/nZ) = 7Z/nZ.
Com isso, confirmamos que (Z/nZ,%) gabeliano.

Definigao 3.5. O subgrupo dos comutadores de G é dado por: G' = ({ayz~'y~! | 2,y € G}).
Vale ressaltar que G € abeliano < G' = {e}.

Exemplo 3.4. Como o grupo (Z/nZ,®) € abeliano, seu subgrupo dos comutadores é {e}.
n

3.4 Classes Laterais e Teorema de Lagrange

Definicao 3.6. Seja G um grupo e H < G. Sobre G, defina as seguintes relagdes de
equivaléncia:

oy};x@ﬂheﬂ:y:xh.

oygm@ﬂheH:y:hx.



Assim, temos que zH ={y € G | y ~ x} € a classe lateral a esquerda.
Analogamente, Hr ={y € G | y > x} € a classe lateral a direita.

Definicao 3.7. Seja G um grupo e H < G.

A cardinalidade do conjunto das classes laterais (seja a esquerda, ou a direita) é o indice
de H em G. FEsse indice € denotado por (G : H).

Proposicao 3.1. Todas as classes laterais de H em G tém a mesma cardinalidade, igual
a cardinalidade de H.

Demonstracao 3.1. A funcdo abaixo € claramente uma bijecdo:
H—zH

h — xh
O
Teorema 3.1 (Teorema de Lagrange). Seja G um grupo finito e H < G. Entdao |G| =
|H|(G : H). Note que a ordem e o indice de H dividem a ordem de G.
Demonstracao 3.2. Considerando a relacao de equivaléncia a esquerda ~ em G, obtemos

uma particio de G em classes de equivaléncia. A proposi¢cdo anterior mostra que em cada
uma dessas classes temos |H| elementos. Como, por defini¢io, o nimero de classes é
(G : H), temos a igualdade |G| = |H|(G : H). O

3.5 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G. Queremos ver se a operacao de G induz de
maneira natural uma operacao sobre o conjunto das classes laterais a esquerda de H em G,
ou seja, se a operagao (zH,yH) — zyH é bem definida, no sentido de nao depender da
escolha dos representantes x e y.

Dados =,y € G e h, k € H arbitrarios, entao x e xh sao representantes da mesma classe xH
e, iy e yk sdo representantes da mesma classe yH. Assim, a operagao induzida sobre as classes
laterais & esquerda é bem definida se e somente se xyH = xhykH,Vx,y € G,Vh,k € H.
Logo, se e somente se y ‘o tayH = y ‘o~ 'zhykH, ou seja, H = y ‘*hyH,Yh,k € H.
Finalmente, se e somente se ghg~! € H,Vg € G,Vh € H.

Proposicao 3.2. Seja H um subgrupo de um grupo G. As afirmacgoes sequintes sGo equi-
valentes:

I ) a operagao induzida sobre as classes laterais a esquerda de H em G é bem definida.
I1)gHg ' CH,VgeQG.

II) gHg~! = H,Vg € G.

IV) gH = Hg,Vg € G.

Demonstracao 3.3. I < [I jad foi feito. Il < IV é dbvio. 11l = II € Jbvio.

II = III: Suponhamos que gHg~' C H,Vg € G. Queremos mostrar que H C gHg™!,Vg €
G. Sejam entio h € H e g € G. Temos: h = g(g~'hg)g~' € g(¢-'Hg)g ' CgHg '. [



Definicao 3.8. Um subgrupo H €é um subgrupo normal de G (H < G) se ele satisfaz as
afirmacdes equivalentes da proposicao anterior. Neste caso, as classes laterais & esquerda
de H sdo iguais as da direita. Vamos chamd-las de classes laterais de H.

Exemplo 3.5. Vamos mostrar que Z(G) < G.
Primeiramente, mostremos que é um subgrupo:

I) Sejam a,b € Z(G). Sabemos que Vg : ag = ga e bg = gb, logo gab = agb = abg e,
portanto, ab € Z(G).

IT) Tome h € Z(G). Sabendo que Vg € G : gh = hg, portanto:
hl(gh)h ™t =h Y hg)h ' & hig(hh™) = (W th)gh ™l <

& h_l(ge) = (eg)h_1 & h_lg = gh_1
Logo, h™t € Z(G).

Agora, para mostrar que é normal, basta escolher h € Z(G) e notar que:

Vge G, ghg ! =g9'h=he Z(G)

Definicao 3.9. Seja G um grupo e H << G. O conjunto de suas classes laterais, com a
operacao induzida de G € um grupo chamado de grupo quociente de G por H e é denotado
por G/H.

Exemplo 3.6. G/G’ é um grupo quociente abeliano.

3.6 Homomorfismos de Grupos

Definigao 3.10. Sejam (G, ) e (G, x) dois grupos. a funcio f: G — G € um homomor-
fismo se ela satisfaz:

fla-b) = f(a) x f(b), Va,be G

-1

Exemplo 3.7. Vamos mostrar que I, : G — G, 1,(x) = grg— € um homomorfismo.

Por um lado temos que I(a-b) = gabg™'.

1 1 1

Pelo outro temos: I,(a) - I,(b) = gag~'gbg™' = gaebg™' = gabg™
Assim, temos que Ig(a-b) = Iy(a) - I4(b).

Definicao 3.11. O nicleo de um homomorfismo é: ker(f) :={x € G| f(z) = eg}.
Proposicao 3.3. ker(f) <G

Demonstracao 3.4. Primeiramente mostraremos que ker(f) < G. Dados x,y € ker(f),
temos:

f(sv-y)Zf(fC)Xf(y)zegxegzeg
fla™h) = flz)" =

)"
Portanto, ker(f) < G. Para provar que ker(f)<IG devemos mostrar que grg~' € ker(f),Vg €
G eVx € ker(f).

=eg.



De fato, temos: f(grg™") = f(g) x f(x) x f(g™') = f(g) x eg x f(9)~" = f(g) x f(g)~ =
eg O

Definicao 3.12. A imagem ¢é dada por: Im(f) ={y € G | y = f(g) para algum g € G}.
Além disso, € um subgrupo de G. A demonstracao € simples e seque de argumentos usuais
da teoria.

Definicao 3.13. Um isomorfismo de grupos é um homomorfismo bijetivo. Se existe um
isomorfismo entre dois grupos, dizemos que sao isomorfos.

3.7 Teorema dos Isomorfismos

Teorema 3.2. Seja f: (G,-) — (G, xX) um homomorfismo de grupos. Entdio,

G
" ker(f)

gker(f) — f(9)

f

— f(G)

€ um isomorfismo.

As funcgoes
{subgrupos de G D ker(f)} «— {subgrupos def(G)}

H — f(H)
fYH) —H

s@o bijecoes inversas uma da outra. Além disso, estas bijecoes levam subgrupos normais
em subgrupos normais, isto é:

[)H<G= fH)<f(GQ). IDH<FG) = f(H) <G,

Demonstracao 3.5. A demonstracdo do teorema nao serd abordada messe relatorio por
conta de sua extensdo, mas pode ser encontrada em [1] na parte Homomorfismos de Grupos.

O

4 Rotacoes

4.1 Rotacoes no Plano

Seja a base canonica {e1, ea} do plano. Para rotacionar um vetor por um angulo 6 no plano
em torno da origem, usaremos uma fungao Ry tal que:

Ry(e1) = (cosB)er + (senb)es
Ry(e2) = —(senb)er + (cosh)ey

E facil verificar que Ry é uma transformagao linear, assim podemos utilizar a seguinte
representacao por matriz:

cosd —send
Ry = [senﬁ cosf ]

10



Definicao 4.1. Sao chamados SO(n) os grupos das matrizes ortogonais (ou seja, matrizes
cuja inversa € igual a sua transposta) n X n de determinante unitdrio.

A matriz Ry é ortogonal e possui determinante unitdrio, entdo podemos classificd-la como
membro do grupo SO(2).

De fato, todas as rotagoes no plano pertencem ao SO(2), vide [3].
Agora, veremos como é possivel codificar rotacoes no plano através dos Nimeros Complexos.

Definigao 4.2. O conjunto dos numeros complexos, usualmente denotado por C, € dado
por C={a+bi|a,beR ei’>=—1}

Observagao 4.1. Um numero complezo pode ser visto como o vetor no plano z = (a,b).
Este plano € gerado pela base canénica 1 = (1,0) e i = (0,1).

Definigao 4.3. A norma de um nimero complexo z é dada por |z| = va? + b%. Esse valor
é o comprimento do vetor z = (a,b) no plano.

Definicao 4.4. O argumento de um numero complexo é o angulo 8 formado entre o vetor
z e o eiwo 1, onde 6 = tan™'(%).

Definigao 4.5. A soma de dois nimeros complexos z e w €: z+w = (a+bi) + (c+ di) =
(a+c)+ (b+ d)i.

Definigao 4.6. A multiplicacao de dois nimeros complexos z e w €: z-w = (a+bi)-(c+di) =
(ac — bd) + (ad + bc)i.

Proposicao 4.1. Os numeros complexos com essas operagoes formam um corpo.

Demonstragao 4.1. Previamente no relatério, foi abordado que C forma um corpo. Além
disso, € facil verificar que C € um anel comutativo com unidade. Um z € C ndo nulo possui
inverso dado por z~' = ﬁ, onde Z=a — bi € o conjugado de z = a + bi. O

Definigao 4.7. Os nimeros complexos possuem um subconjunto notdvel chamado nimeros
complexos unimodulares.

Esse subconjunto é dado por: U(1) = {z € C | |z| = 1}, também denotado por S', pois é
geometricamente equivalente a circunferéncia no plano de raio 1.

Logo, temos que se z € S', entio z = cosf + isend.
Proposigao 4.2. S! é um subgrupo de (C*,-).

Demonstracao 4.2. Seja z € S’

Note que z € St < |z| = 1. Assim, como z.27t =1, temos: 1 = |z||z7} = 1|27 = [z},
Além disso, se w € S, entdo |zw ™| = |z||w™!| = |2z||w| = 1
Portanto, zw=! € S!, mostrando que S* < (C*,-). O

Definicao 4.8. Podemos definir a sequinte aplicacao linear:

Q : C — MQ(R)
. [a —b}
at+bi +——
b a

11



Restringindo a aplicacdo acima aos complexos unimodulares, temos:

o St — Ms(R)
cost —sen@]

cosl + isenf) +——
senfl  cosf

Teorema 4.1. A aplica¢do ¢ corresponde a um isomorfismo entre os grupos S' e SO(2).

Demonstracgao 4.3. Sejam z,w € S'. Primeiramente, precisamos mostrar que ¢ é um
homomorfismo de grupos. Para isso, é necessdrio mostrar que ¢(z - w) = ¢(z) - p(w):

Por um lado temos que:

P(z - w) = ¢((a+bi) - (¢ + di)) = ¢((ac — bd) + (ad + be)i) = [Zfi—_kll))i _a(zd—_bzc]

Pelo outro:

oo =stoeon-sexan=[p o = (280

a

Portanto ¢(z - w) = ¢(z) - p(w).
Agora precisamos verificar que esse homomorfismo € bijetivo.

Vamos mostrar primeiro a injetividade.

_ I
Sejam z = a+bi, 2’ = d' +b'i € C. Agora suponha que ¢(z) = [Z ab] = [Z, a?] = ¢(2').

Como as matrizes serdo iquais se e somente se cada elemento for igual, temos que a = a’
eb=1"V, implicando que z = 2’ e que ¢ € injetiva.

Para a sobrejetividade, basta ver que se A € SO(2), entao 30 € R : A = Ry. Essa matriz,
por vez, corresponde a ¢(cos + isenf). O
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4.2 Rotacoes no Espaco

Seja a base candnica {ej, es, e} do espaco. Consideremos a rotacao desses vetores em torno
do eixo O, por um angulo 6.

Vamos determinar a matriz de rotacao Ry:
R, (6)(e1) = e1 + Oez + Oes

Rx(@)(e2) R;(0)(e2) = 0e1 + (cos(0))ea + (sen())es

Ry (0)(e3) = Oex + (sen(0))(—e2) + (cos(0))es

RX(6)(e3) t4

=5

Dessa forma obtemos a matriz:

1 0 0
R,(0) = |0 cos(0) —sen(6)
0 sen(f) cos(0)

Fazendo o mesmo procedimento para Oy e O, temos:

cos(f) 0 sen(0) cos(f) —sen(f) 0
R,(0) = 0 1 0 R.(0) = |sen() cos(0) O
—sen(d) 0 cos(6) 0 0 1

Definigao 4.9. Efa’cil verificar que essas matrizes sao elementos do SO(3), assim como a
matriz de rotagao no plano era elemento de SO(2).

Definicao 4.10. Para realizarmos uma rotacdo em torno de um eizo qualquer, que mao
seja necessariamente um dos eixos coordenados, consideraremos um vetor unitdrio e R3
chamado eizo de rotagdo. Esse eizo pode ser escrito em coordenadas esféricas como:

sen(f)cos(p)
7 = |sen(6)sen(y)
cos(0)

Observagao 4.2. O vetor W também pode ser escrito como R, () o Ry(0)(e3)

Demonstragao 4.4.

cos(p) —sen(p) 0 cos(0) 0 sen(0)] [0
R.(p) o Ry(0)(e3) = |sen(p) cos(p) 0O 0 1 0 o] | =
1

0 0 —sen(f) 0 cos(9)]| |1
cos(p) —sen(p) 0] |sen(6) sen(0)cos(p)
= |sen(p) cos(p) O 0 = |sen()sen(p)| =7
0 0 1| | cos(0) cos(0)
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Assim obtemos um procedimento padrao para escrevermos uma rotacao ao redor do eixo
7 com um angulo 1, fazendo uso apenas das matrizes R,, R, e R.:

e Fazer 7 coincidir com es, desfazendo as rotacoes que determinam .
e Rotacionar ao redor de O, pelo dngulo .
e Devolver 70 através das rotagoes que o determinam.

Em outras palavras:

Rﬁ,w = R.(p) o Ry(0) o R;(¢) o Ry(—0) o R.(—)

Assim, é claro que toda rotagao no espaco é elemento de SO(3). Por isso, SO(3) é também
conhecido como grupo das rotagoes espaciais.

5 Nudmeros Quatérnions

5.1 Estrutura Algébrica
Definicao 5.1. Os conjunto dos quatérnions, denotado por H € dado por:
H={a+bi+cj+dk|abcdeR,i*=j*=k=ijk=—-1}

Ou seja, é um espago vetorial cuja base € {1,1,j,k}, munido de um produto, e que satisfaz
a regra acima, obedecendo a distributividade em relacao a adigao.

Observagao 5.1. Por satisfazer i® = j2 = k? = ijk = —1, percebemos que H é uma dlgebra
nao comutativa. A sequinte tabela resume as relagdes de multiplicagoes:

1 ik
11 i j ok
ili -1k —j
jli -k -1 i
|k j —i -1

Definicao 5.2. O conjugado de ¢ = a + bi + ck + dk € H € dado por: § = a —bi — cj — dk.
Temos algumas propriedades notdveis com relagao ao conjugado:

I')p+q=p+q I1I)pg=qp Il)qg=q

As demonstracées para essas 3 propriedades sao triviais.

Definicao 5.3. A norma de ¢ = a+bi+ck+dk € H é dada por: ||q|| = Va2 + b? + % + d?
e possui as sequintes propriedades:

I) g =ag=qq 1) llpgl* = llplPlall®, p € H 1) ¢~ = =d, ¢ #0
Demonstragao 5.1. Sejam p,q € H.

I') A demonstragao € trivial

1) |Ipq||® = (pq)(P9) = pgap = pllq!|*p = pplla|*> = |Ip|*|lq|?

1 qq _ |l
II) q - q= = =1 O
lall*™  llall*  llqll®
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Observagao 5.2. Com as propriedades acima, podemos ver que H € um anel que satisfaz
todas as propriedades de corpo, exceto a comutatividade da multiplicacdo. Um anel com tais
propriedades é chamado de anel com divisao.

Observagao 5.3. Os quatérnions unitdrios podem ser interpretados geometricamente como
a esfera tridimensional no R*

5.2 Conjugacao

Definigao 5.4. Seja ¢ € H* (quatérnions ndo nulos). Definimos a conjuga¢do por q como
a aplicacao:

H

Ady: H —
r  — qrq

-1

Proposicao 5.1. Sejam p,q € H*. Entao:

I') Ady(Ar + s) = MNAdy(r) + Ady(s), Vt,s € H, VA € R.

II') Ady(rs) = Adg(r)Ad,(s,Vr,s € H.

I11) Ady o Ad, = Ady,.

IV ) Idy = Ady.

V) (Adg)~t = Ady—

Demonstragao 5.2. Sejam r,s € H e A € R, entdo:

I )Ady(Ar+8) = g\ +8)g7t = ghrg™t + gsq ! = Mgrq ! + gsq™t = NAd,(r) + Ad,(s).
I ) Ady(rs) = qrsq=t = qrq Lqsq™t = Ady(r)Ady(s).

IIT) Ady o Ady(r) = Ady(grq™") = plgrqg™)p~" = (pg)rq~'p~" = (pg)r(pg) " = Adyy(r).
IV ) Para qualquer v € H temos Ady(r) = 1r17=! = 1rl = r = Ady = Idy.

V) Adyo Adyr = Adgyr = Ady = Idyg ¢ Ad; o Ady = Ady1, = Ady = Idy

Assim temos que Ady,-1 = (Adg) ™. O

Definicao 5.5. O grupo das transformacoes lineares inversiveis de um espaco vetorial V
é denotado por GL(V). Se V é um espago vetorial de dimensao n sobre um corpo K,
temos um isomorfismo de grupos entre GL(V) e GL,(K), o grupo das matrizes n X n com
coeficientes em K que sdo invertiveis. Esse isomorfismo € tomado fizando-se uma base de
V e considerando a matriz de cada transformacdo linear.

Os itens I, II e V da proposigao acima dizem que Vg € H*, a aplicacdo Ad,; é um automor-
fismo da algebra dos quatérnions. Cada Ad, é uma aplicacao linear inversivel em H, logo,
¢ um elemento do grupo das transformacoes lineares inversiveis GL(H). Assim, podemos
considerar a aplicagao:

Ad: H* — GL(H)
q — Adq
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Definicao 5.6. Um quatérnion p € H € dito puro se sua parte real for igual a zero, ou seja,
p=uzi+yj+ zk.

Proposiciao 5.2. Podemos identificar R3 como o subespaco dos quatérnions puros. Para
tornarmos mais precisa essa identificacdo, temos o sequinte resultado:

A aplicacdo abaizo € injetiva.

t: R3 — H
(r,y,2) +—— xi+yj+zk

Demonstracao 5.3. Sejam (z,vy, 2), (z',y,2') € R3. Agora suponha que 1(z,y,2) = xi +
yj+zk=2'i+y'j+ 2k =y, 7).

Como o0s quatérnions serdo iguais se e somente se os coeficientes correspondentes forem
iquais, temos que v =2', y =1y e z = 2. Assim, temos que v € injetiva.

Proposigcao 5.3. Seja ¢ € H* e w um quatérnion puro. Entdo Ady(w) também € um
quatérnion puro.

Demonstracao 5.4. Sejam g =a+bi+cj +dk e w = xi + yj + zk. Entao:

qug! = qu H;IIQ = (@ b e+ dk)(@i+ yj + 2k) (@ — bi = f — k) =
1
= W((—bx—cy—dz)+(ax+cz—dy)i+(ay-l-d:c—bz)j+(az+by—c:c)k)(a—bi—cj—dk;) =
1
— w(((—bx —cy —dz)a+ (ax + cz — dy)b+ (ay + dz — bz)c + (az + by — cx)d)+

1 . .
:W((...)Z+(...)j+(...)k)

Finalmente, como a parte real de Ady(w) € zero, entdo é um quatérnion puro.

Com isso, podemos fazer a co-restricao da aplicagdo Ad para:
Ad: H* — GL3(R)
g + Ad,

Esse grupo de transformacoes lineares inversiveis em R? sdo as transformacoes lineares no
subespaco dos quatérnions puros.

5.3 Rotacoes por Quatérnions

Teorema 5.1. Restringindo o dominio de Ad & S3, temos a aplicac@o:

Ad: S} — GL3(R)
g — Ad,
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Entao Ad é um homomorfismo de grupos cuja imagem é exatamente SO(3). O nicleo desse
homomorfismo é {—1,1}, assim, pelo teorema do isomorfismo, o grupo SO(3) € o quociente
do grupo S* por {—1,1}.

Dessa forma, cada quatérnion unitdrio ¢ dé origem a um elemento de SO(3), ou seja,
uma rotacdo no espaco R3, representado agora pelos quatérnions puros. Queremos agora
identificar qual o eixo e qual o angulo ¥ dessa rotagao.

Primeiramente, considere ¢ = a + bi 4 ¢j + dk € S3.

~ . L=, — . .
Observagao 5.4. O eizo de rotagdo 1 ¢é dado por: n = \/1177(191 + ¢j + dk).

Observacao 5.5. O dngulo de rotacdo v é dado por 1 = 2cos 'a.

q = cos (;b) + sen (g) K

H& uma forma simples de verificar que esse é realmente nosso ¢ inicial:

2 2
cos (15) + sen <12b> =1 cos((g):a sen <gj) =+1—a?

</1_ 2
T (bi+ cj + dk) = a+ bi+ cj + dk

Portanto, temos que:

Entao:
g=a+V1—a?T =a+
—a
Exemplo 5.1. Vamos rotacionar v = (1,0,0) por 90° no eizo z:
Primeiramente, convertamos o vetor para quatérnion puro: v =04 1i 4+ 0j + 0k =14
Agora, o eizo T em quatérnion: W =0+0i+ 0j+1k=k
E entao temos: q = [cos (%) + (sen (%) . k)]

Finalmente:
v = Ady(v) = qug =

= [cos (%) + ((sen (%) k)] [cos (%) ~ (sen (%) k)] =

(ff) (ffk)

Portanto v' = (0,1,0).

6 Algebras de Clifford

Para essa parte do relatério, alguns teoremas serao enunciados sem demonstracao por conta
da complexidade e/ou extensao.
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b: VxV — K
(v,w) > b(v,w)

6.1 Formas Quadraticas

Definicao 6.1. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma forma bilinear simétrica
em V € uma aplicacgao:

que satisfaz as seguintes propriedades:

I) b(Av1 + v, w) = A(v1, w) + b(ve, w), para quaisquer vy, v, w € V e qualquer A € K.
IT ) b(v, Awy 4+ we) = Ab(v, wy1) + b(v, we) para quaisquer v, w1, ws € V e qualquer A € K.
III) b(v, w) = b(w, v) para quaisquer v,w € V.

Se além das trés acima, b satisfizer:

IV) b(v,w) =0,Yw € V=v=0.

Dizemos que é uma forma bilinear simétrica nao degenerada.

Definigao 6.2. A forma quadrdtica associada a uma forma bilinear simétrica b € uma
aplicacao q : V — K dada por q(v) = b(v,v).

Proposigao 6.1. Podemos escolher uma base de V para a qual existam numeros inteiros
nao negativos p, q e r, satisfazendo p+q+r =n, onden é a dimensao do espaco vetorial,
de forma que para todo par de vetores v,w € V, tenhamos:

b(v,w) = v'w! 4+ F PP — P TP PPt

Demonstracao 6.1. Presente em [3] na parte Formas Quadrdticas. O

Definigao 6.3. Dizemos que p+ q € o posto da forma quadrdtica, r € a nulidade e p—q €
a assinatura da forma b. Se r =0, e portanto n = p+ q, temos que b nao € degenerada. Se
n =p, entdo b € positiva. Finalmente, uma base de V sequndo a qual b pode ser escrita na
forma da proposicdo acima € dita ser uma base ortogonal relativa a b.

6.2 Produto Tensorial

Definicao 6.4. Dados dois espagos vetoriais V e W, o produto tensorial entre os dois é um
novo espaco vetorial VR W e uma aplicagdo bilinear ¢ : VX W — VW de forma que
para qualquer outra aplicacdo bilinear f : VX W — U exista uma unica aplica¢do linear

f: VoW —U tal que f = fop.

Observacgao 6.1. Podemos visualizar o espaco produto tensorial V@ W como sendo o
espaco vetorial das combinagdes lineares de produtos da forma v @ w, parav €V ew € W
satisfazendo:

I)(v14v)@w=1 ®w+ v ®w.
II)v® (w1 +w2) =v@w +v & ws.
III) (M) @ w=v® (Aw) = A(v®@ w).
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Observagao 6.2. A observacao acima nos permite definir ¢ como: p(v,w) = v @ w.

Definicao 6.5. Dada uma aplicagao bilinear f : V. x W — U, podemos construir a
aplica¢ao linear a ela associada como:

f <sz ®wi> = Zf(vz‘,wi)

Um enunciado importante de produtos tensoriais é o seguinte teorema, que serd enunciado
sem ser demonstrado:

Teorema 6.1. Sejam {e;}icr base de V e {f;}jes base de W, entdo temos que o conjunto
{e: ® fj}icrjes € base para o produto tensorial V@ W.

Observagao 6.3. Podemos escrever de maneira unica um elemento do produto tensorial
como uma combinacdo linear

Z)\ijei(@fj ;dij €R

2

Teorema 6.2. Existem o0s sequintes isomorfismos entre os produtos temsoriais de espacos
vetoriais:

[)Ve(Wel) > (VeW)eU.
I)VORV.
IHVeW=WeV.

IV ) VeW* = L(W,V). Esse isomorfismo so vale para dim(W) < co. Aqui, W* € o espago
vetorial dual a W e L(W,V) denota o espago das transformagoes lineares de W em V.

V) V¥ W* = (Ve W)*. Esse isomorfismo sé vale para Ve W de dimensdo finita.

O item I do teorema garante que podemos fazer produtos tensoriais independentemente da
ordem que tomarmos os produtos dois a dois.

O item III garante o isomorfismo dos espagos.
Definicao 6.6. Dado um espago vetorial V, podemos construir a dlgebra tensorial T'(V)
que € o espaco vetorial:
(V) =P ver
n>0
onde VO =R, V& =V e VO =V @ V"1, para n > 1.

Definigao 6.7. Em T(V) podemos definir um produto de maneira natural:
(V1® QU)W @ QW) =V R QU W ® -+ ® Wy

estendendo-o linearmente. Esta é a chamada dlgebra tensorial sobre V.

Temos dois teoremas essenciais a respeito de algebras tensoriais:

19



Teorema 6.3. Dada qualquer aplicagdo linear f :V — A, onde A € uma dlgebra, existe
um unico homomorfismo de dlgebras f : T(V) — A comutando o diagrama abaizo:

T(V)

s

f

V——m>A4

Sendo que i : V — T(V) € a inclusdo candnica.

Assim, podemos construir homomorfismos de dlgebras entre T(V) e uma dlgebra A qualquer
por aplicacdes lineares. Como consequéncia disso, juntamente com o teorema dos isomor-
fismos, obtemos o sequinte resultado:

Teorema 6.4. Dada qualquer dlgebra A sobre o corpo dos reais, existe um espaco vetorial
V e um ideal I <T(V) tal queA%@

Com isso, sabemos que todas as dlgebras sao quocientes de alguma dlgebra tensorial.

Observacao 6.4. Se f : V. — A uma transformagao linear de V. em A na dlgebra A,
entdo o homomorfismo f € dado por: f(vi ® --- @ vy) = f(v1)--- f(vn) e estendido por
linearidade para todos os elementos de T'(V).

6.3 Algebra de Clifford

Definigao 6.8. Dado um espaco vetorial V e uma forma quadrdtica q : V — R, a dlgebra
de Clifford associada a eles € uma dlgebra C(V,q) e uma aplicagao linear ¢ : V— C(V,q),
satisfazendo ¢(v)? = —q(v)1 de forma que para qualquer aplicacdo linear f : V — A, onde
A ¢é uma dlgebra, e que também satisfaca f(v)? = —q(v)1, existe um tinico homomorfismo
de dlgebras f : C(V,q) — A comutando o diagrama abaizo:

C(V,q)

V———A
Assim, estamos definindo esse objeto pela chamada propriedade universal.

Como vimos pelo teorema 4.4, toda algebra é quociente de uma algebra tensorial. Tomemos
a algebra T(V) como candidata. Queremos que v? = —q(v)1 = —q(v), entdo definamos o
ideal bilateral I = (v ® v+ ¢q(v)1 | v € V) <T(V). A algebra quociente serd nossa algebra
de Clifford.

Denotemos por v; e - -- @ v, a classe do monoémio v; ® --- ® v, em C(V,q). Entao, seja ¢ :
V — C(V, q) dada pela inclusiao canonica. Automaticamente, ¢ satisfard ¢(v)? = —q(v).

Tendo o par (C(V,q), ¢) verifiquemos se a propriedade universal é satisfeita:
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Seja f : V — A linear na algebra A, satisfazendo f(v)? = —q(v)1a.

Pelo teorema 4.3, existe um tnico homomorfismo de &lgebras f : T(V) — A tal que:
fo1®--®@vy) = f(v1) -+ flvn). Como para qualquer v € V temos que f(0)? = —q(v)1y,
entao f\[ = 0. Assim podemos definir f: C(V,q) — A dado por:

f(vlou-ovn):f(v1®'~®vn)

Com isso temos que f estd bem definido nas classes, pois f se anula no ideal que define a
algebra de Clifford.

Observagao 6.5. Podemos denotar C(V,q) por Cp 4.

Definigao 6.9. Seja {e;}!' ; uma base ortogonal para q. Entio, Cpq, serd gerada por
monomios e;, ®- - -e¢;, de comprimentos varidveis, sendo que os elementos da base satisfazem
as sequintes relacdes:

I)ejee; =—1, paral <i<np.

IT)eee,=1,paraP+1<i<p+q.

IIl) e;@e; =0,parap+q+1<i<n=p+q+r.

IV )ejoej =—ejeoe;, para i # j.

Exemplo 6.1. Vamos mostrar que, se dim(V) = n, entao, para qualquer forma quadrdtica

em V, temos que dim(C(V,q)) = 2™.

Seja 1 < m < n o comprimento do monémio gerador de C(V,q). Entao temos (2) modos
de escolhermos um subconjunto de m elementos dentre os n elementos da base. Assim, a
dimensdo de C(V,q) deve ser a soma de todas as possiveis escolhas de m:

dim(C(V,q)) = Z <:l> = 2" por inducao através do Triangulo de Pascal.

m=0

Definigao 6.10. Denotemos por C(V,q)" o subespago gerado pelos monémios de compri-
mento par e C(V,q)~ pelos de comprimento impar.

Entdo temos que: CT e CT CCHT, CTeC~CC™,C eCTCC eC e(C~ CC™T.

Exemplo 6.2. Seja V=R, gerado pelo vetor e e q(ze) = 2,

Clifford serd: C100={a-1+b-e|a,beR,e?=—-1} =C.

entdo q(e) = 1. A dlgebra de

Exemplo 6.3. Seja V= R2, gerado pelos vetores e; e e3. Tomemos agora q(zey + yea) =
22 4+ y?%, entio q(e) = 1. A dlgebra de Clifford serd: Capo = {a-1+bey + cea + dey @ e2 |
a,b,c,d € R, e; ec;t+ejoe = —252‘3‘}.

Note que denominando t = e1,j = ea, k = e1 ® ea, temos que

i? = 52 kQ:z’jk:—l.De
fato: k? = ijk =ejeer0e10e3=—c1o0e1 0306y =—(—1)(—1) =

Ou seja, claramente Ca0 € a dlgebra dos quatérnions H.
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6.4 Grupos Pin e Spin
Seja C = C(V,q), onde g nao é a forma quadrética identicamente nula. Entao, C' possui
elementos inversiveis. De fato, seja v € V : ¢(v) # 0, entao:

v?=—q(v) =>ve

—q(v)
Para cada elemento inversivel z € C*, podemos definir a aplicacdo Ad,, que associa a cada

elemento y € C o elemento zyz~! € C.

Da mesma maneira que fizemos para os quatérnions, podemos mostrar que Ad, é um auto-
morfismo em C. Com isso, temos:

Ad: C* — Aut(C)
T —  Ad

Teorema 6.5. Sejav € V C C um vetor tal que q(v) # 0. Entao Ad,(V) C V. Além disso,

para todo w € V temos que —Ad,(w) = w — Qb(v(’i;))v.
q(v
Demonstracao 6.2.
1
Ady(w) = vwv™! = ———vwv = ———v(—vw — 2b(v,w)) =
(1) = sl (v, 0))
| N 1 b(v, w)
= — w4+ 2b(v,w)v) = —(—q(v)w + 2b(v,w)v) = —w + 2 v
(00 20 0)0) = s (ae)w + 200,00 =

O]

Definicao 6.11. Seja P(V,q) C C(V,q)* o subgrupo multiplicativo gerado pelos vetores
v €V tais que q(v) #0. Sev € V € tal que q(v) # 0, entao para qualquer w € V temos:

b(v, w) W b(v,w)v _
)

b(v, w)
q(v)

Com isso, restringimos a aplicagdo Ad para Ad : P(V,q) — O(V,q), onde O(V,q) é o
grupo das transformagcoes ortogonais em V relativas a forma quadratica g, ou seja, se b é a
forma bilinear simétrica em V relacionada a ¢, entao o grupo consistira de transformacoes
que preservem b(u,v) = 1(q(u+v) — q(u) — q(v)).

q(Ady(w)) = b <—w +2

bow) +4 )2q<v> — g(w)

Definicao 6.12. O subgrupo Pin(V,q) € definido como o subgrupo de P(V,q) gerado pe-
los vetores v € V tais que q(v) = £1. O subgrupo Spin(V,q) € a intersec¢ao dada por
Spin(V,q) = Pin(V,q) N C(V,q)*.

Finalmente, o resultado mais importante envolvendo esses grupos é:

Teorema 6.6. Seja C(V,q) uma dlgebra de Clifford sobre um espago vetorial V. Entao,
existe um homomorfismo de grupo sobrejetivo entre Spin(V,q) e SO(V,q) cujo kernel é
igual a {+1,—1}.

De fato, as dlgebras de Clifford generalizam os ntiimeros complexos e os quatérnions, sendo
que esse ultimo resultado generaliza o Teorema 3.1.
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