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Rotacdes no Plano
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Rota¢des no Plano

Refrescando a memodria...

Podemos rotacionar vetores no plano através da Matriz de
Rotacao:

= B € SO(2)

Ou pelos Ntiimeros Complexos Unitarios (U(1)):
Rcy = cos(8) +isen(f) € U(1)
O célculo é executado da seguinte forma:

vV =Rp-v

onde Ry pode ser Rmy ou Rcy e v deve estar no formato
apropriado.
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Rotacoes no Espaco

Autor: Felipe V. Calderan, Orientador: Thiago C. de Mello Ndmeros Quatérnions e Rotagdes no Espago



Rota¢bes no Espago

Matrizes de Rotacao

Enquanto no plano uma matriz ja bastava para rotacionar um vetor
de todas as maneiras, no espaco, inicialmente precisaremos de trés.

Rx(8)(e3) z
Y

=

Rx(6)(e2)

1 0
R.(0) = |0 cos(0)
10 sen(0)

[ cos(0)
Ry(0) = 0
| —sen(0)

[cos(0)
sen(6)
0

—sen(0)

0
—sen(d)
cos(0) |
0 sen(d)]
1 0

0 cos() |

)
0
cos(f) 0
0 1

Vale a pena observar que as trés matrizes pertencem ao SO(3)
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Rota¢bes no Espago

Eixo de Rotacao

Como rotacionar algum objeto em torno de um eixo T especifico?
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Rota¢bes no Espago

Eixo de Rotacao

Como rotacionar algum objeto em torno de um eixo 77 especifico?

Podemos dizer que:

xo sen(6)cos(p)
W= |y | = |sen(d)sen(y)
20 cos(0)

~y Através de coordenadas esféricas.

Com isso, ainda ganhamos que:
7 = R.(p) o Ry(0)(es)
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Quatérnions

Definicao

O conjunto dos Quatérnions, denotado por H, é definido como:
H={a+bi+cj+dk|abcdeR, i*=j>=k*=ijk=—-1}

Ou seja, é um espaco vetorial cuja base é {1,4, j, k}, munido de
um produto, e que satisfaz a regra acima, obedecendo a
distributividade em relagdo a adic3o.

Essa regra torna H uma algebra nao comutativa, resumida por:

1 i Gk
11 4 j ok
ili -1k —j
jli -k -1 i
kKl k 5 —-i -1

Note que os elementos que comutam com todos os outros s3o os
reais, ou seja, elementos onde b =c=d = 0.
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Quatérnions

Propriedades

Seja q € H, entao: J
O conjugado de g é dado por: A norma de ¢ é dada por:
g=a—bi—cj—dk gl = Va2 + b2 + 2 + d2
Propriedades: Propriedades:
Lp+q=p+q L. |lglI* = 9 = qq
2. pg=qp 2. |lpall® = lIpl*lql? p € B
3.7=¢ 3-q_1:WQ_

Note que os quatérnions unitdrios podem ser interpretados
geometricamente como a esfera tridimensional em R*:

S* = {(a,b,c,d) € R*| a® + b? + 2 + d? = 1}.
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Quatérnions

Conjugacao |

Definimos a conjugacdo por ¢ € H\{0} como a aplica¢go:

Ady: H — H

roo— qrqt

Ad, é um automorfismo da dlgebra dos quatérnions, ou seja,
cada aplicagdo Ad, é uma aplicagdo linear inversivel em H e,
portanto, um elemento de GL(H)

Agora, considere a aplicagao abaixo:

Ad: S — GL(H)
qg — Ad,

Autor: Felipe V. Calderan, Orientador: Thiago C. de Mello Ndmeros Quatérnions e Rotagdes no Espago



Quatérnions

Conjugacao |l

Proposicao:
Seja p € H um quatérnion puro (parte real nula), entdo Ad,(p)
também é um quatérnion puro.

A partir disso, restringindo o dominio de Ad, para quatérnions
puros, podemos dizer que:

Ad: S — GL(3,R)
g — Ad,

Pois o conjunto dos quatérnios puros é um espaco vetorial de
dimens3o 3 e, por isso, sera identificado com R3.

Entdo Ad é um homomorfismo de grupos cuja imagem é SO(3),
o que implica que Ad, é uma Rotacdo no Espaco.
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Demonstracao

Quatérnions

A demonstracio NAO ¢ tarefa facil:

Demonstrag
fato que S é subgrupo de H
Primeiramente, mostremos que, T

) fto que ¢ homomorfisio se depreende diretumente do

1) C SO(3). Paraisto, sciam v = zy

nitakew =it

cos ubéions s = o+ dk
& = 1. Neste caso g1 = bi—cj— dk

isto &, satisfazendo a? b

Temas, por wm lado

Ad,

Ady(0)Ady (w) = —(Ady (v), Ady(w)) v) x Ady(w).
O que queremos mostrar & que a parte real de Ad,(v)Ad, (i) é igual i parte
real de vw. Por ontro lndo, temas

Ady(0)Ady () = qug~ qug™ = quug

= (@bt ej k) (~(vu) o x

= ((~atv,u) —blmz - = oz — a1z
+(=bo,w) +alyzz — 5) + clary —
—cfv,w) + alzrzz — 2122) +

+ (=d(v,w) + alzry - prz2) + bz — 11

(a—bi—cj—dk) =

2,2) — da(ayy,

ba(nz - 2y

) — dbz1es

s1m) + ey

r120) +delyyza = 21pm) — belartn —

wi2) + bz — 212

Com sto, mastramos que Ad, € O(3). Para verificarinos o determinante, temos

que escrever a matriz da transformagio Ad na base canonica:

Ady) = ( Ad () Ad() Adyk) )

(2 — 2ac)k =

(a-+bi + ¢+ dk)j(a - bi— cj— dk)

(2be - 2

AdyG) =

D + (a

Mas

Ad,(k)

resultando em
Finalmente, femos que provar que a aplicagio Ad  sobrejetiva. Para isto,

tome A € SO(3), sabemas do capitulo 1, que existe un eixo de rotagio n e um
angulo o tal que A = Ry, E ficil ver, em vista de todas as consideragaes

r ! e tedioso cilenl feitas "

i conlls e igal a1 wsando o fato o a2 + 2 474 @ = 1. Portanto A= Ry = Ad,

I, € SO(3) quando g & § .

i podemos conclui que Ad, é uma rotagio espacial. Vamos analisar
mais de perto para vermos como 0 eixo de rotagio e o angulo de rotagio podem
ser determinados a partir das componentes do quatéruion .

0 cixo de rotagao dn transformagao Ad ¢ o vetor

L

erd

et win o autinion N = i , dexamos a0 encargo do leitor

verificar que Ad,(N) = N. Logo N ¢ i antovetor com autovalor gual a1
N '

\
g = s
N = VT aT )

FE i is

n= & dk),

2arecosa. De fato, como o eixa de

) i

igulo de rotagao ¢ dado por v
rotagio estd na diregio (b, ,d)
eixo de xotagio e vermnos o angulo ¢, entre Ady(v) e v

basta tomarncs um vetor v perpendicular ao

cos _
Y= A,

& ficil ver que v L n. Temos ainda que
2. Portanto, a iinica informagio que precisamos ¢ a parte real do
encargo do leitor verificar que

Tomemos, por exemplo v = ci — bj
o] = 2
produta A

)0 Delxamnos, wmais nma vez, a0
Yok (i ok

Portanto
D+ )

o que resulta em

Isto conclui a demonstragao.

,,7“,(‘,) w,..(‘?) n (21)

/

ﬁ«
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Quatérnions

Rotacdes no Espaco por H

Agora falta encontrar uma maneira de rotacionar com Ad, em um
eixo 77, por um angulo 2.

Seja ¢ = a+ bi+cj + dk € S3. Sobre a transformagdo Ad, temos:

O eixo 77 de rotacao é: O angulo v de rotacdo é:
% 0 0
it :7%117(12(1)1—’—0]-}-6”{5) W = 2cos~a
Entdo: ¢ = cos <1§> + sen <1§> w

Assim, temos todo o arcabouco necessdrio para realizar uma
rotacao no espago através de quatérnions, pois Ry ,, = Ad,.
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Quatérnions

Exemplo

Por exemplo, vamos rotacionar v = (1,0,0) por 90° no eixo z:
Primeiramente, convertamos o vetor para formato de quatérnion:
v=04+1+0j+0k =1

Agora, o eixo 7 em quatérnion: W =0+ 0i +0j + 1k = k
E entdo temos: g = [cos (%) + (sen (%) . k:)]

Finalmente:
v = Ady(v) = quq =

= [cos (%) + (sen (%) k)] [cos (%) ~ (sen (%) k)] =

Portanto v' = (0, 1,0).
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Quatérnions

Obrigado!
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